
Απειροστικός Λογισµός ΙΙ - Ιούνιος 2018: Θέµατα και Υποδείξεις

1. Να ϐρεθούν το πολυώνυµο και το υπόλοιπο Taylor τάξης 2n της συνάρτησης f(x) = cos2x, x ∈ R
στο σηµείο x0 = 0 και αποδειχθεί ότι η f αναπτύσσεται σε δυναµοσειρά γύρω από το x0.
Υπόδειξη. Είναι cos′(2x) = −2sin(2x), cos′′(2x) = −22cos(2x), cos′′′(2x) = 23sin(2x), cos(4)(2x) =
24cos(2x) και, επαγωγικά, cos(2n+1)(0) = 0 και (cos2x)(2n) = (−1)n22ncos(2x). Εποµένως
T2n(cosx; 0) = 1 − 22 x

2

2!
+ 24 x

4

4!
+ ... + (−1)n22n x2n

(2n)!
και R2n = x2n+1

(2n+1)!
22n+1(−1)nsin(2ξ). Ε-

ίναι |R2n| =
∣∣∣ x2n+1

(2n+1)!
22n+1(−1)nsin(2ξ)

∣∣∣ ≤ |x2n+1|
(2n+1)!

22n+1 := bn µε bn+1

bn
= 4x2

(2n+2)(2n+3)
→ 0,∀x ∈ R,

άρα και lim
n→∞

R2n = 0, x ∈ R.

2. i) Αν f, g : [a, b]→ R ολοκληρώσιµες τότε
[∫ b

a
f(x)g(x)dx

]2
≤
[∫ b

a
g2(x)dx

] [∫ b
a
f 2(x)dx

]
.

Υπόδειξη. Είναι
∫ b
a
[λf(x) + g(x)]2 dx ≥ 0 ∀λ ∈ R. Εποµένως η διακρίνουσα του τριω-

νύµου ως προς λ είναι µη ϑετική.

ii) Για f : [0, 1]→ R ολοκληρώσιµη, να αποδειχθεί ότι
∫ 1

0
|f(x)|dx ≤

√[∫ 1

0
f 2(x)dx

]
.

Υπόδειξη. Εφαρµογή του i) για a = 0, b = 1, g(x) = 1, |f |.

3. Αν f : [a, b]→ R+ είναι µια συνεχής συνάρτηση µε
∫ b
a
f(x)dx = 0, να αποδειχθεί ότι f(x) = 0, x ∈

[a, b]. Ισχύει το συµπέρασµα αν η συνέχεια αντικατασταθεί µε ολοκληρωσιµότητα ;
Υπόδειξη. Αν όχι, τότε υπάρχει x0 ∈ [a, b] µε f(x0) > 0. Από την συνέχεια της f στο c έπεται
(...) ότι υπάρχει διάστηµα [c, d] ⊆ [a, b] µε f(x) > f(x0)

2
, x ∈ [c, d], εποµένως

∫ b
a
f(x)dx ≥ ... ≥∫ d

c
f(x)dx > (d− c)f(x0)

2
> 0, άτοπο. ΄Οχι, για την συνάρτηση f µε f(x) = 0, x ∈ (0, 1], f(0) = 1

είναι
∫ b
a
f(x)dx = 0 (;) αλλά f(0) = 1 6= 0.

4. Να αποδειχθεί η σύγκλιση της
∑∞

n=1
1
n2 και να εξετασθεί η σύγκλιση των

∑∞
n=2

1
nlnn

,
∑∞

n=1
4n2−3n+1

5n3
√
n+2n2−n−3 .

Υπόδειξη. Είναι 1
n2 <

1
n(n−1) =

1
n−1 −

1
n
, n > 1, και

∑∞
n=2

(
1

n−1 −
1
n

)
<∞.

Η
∑∞

n=2
1

nlnn
αποκλίνει (Θ. συµπύκνωσης). Είναι 4n2−3n+1

5n3
√
n+2n2−n−3 ≤

4n2

5n3
√
n+2n2−n−3 <

4n2

5n3
√
n
, n > 4

και η σειρά
∑∞

n=5
n2

n3
√
n
> είναι αρµονική µε p = 3/2 > 1. ΄Αλλος τρόπος : σύγκριση µε την

αρµονική σειρά
∑∞

n=1
1

n3/2 ).

5. Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1 an, συγκλίνει αν και µόνον αν για κάθε ε > 0 υπάρχει nε ∈ N τέτοιο
ώστε

|an+1 + ...+ an+k| < ε, ∀n > nε, ∀k ∈ N.

Υπόδειξη.Θεωρία.
Με χρήση της παραπάνω πρότασης ή µε άλλο τρόπο να αποδειχθεί ότι η σειρά

∑∞
n=1

1
n
, αποκλίνει.

Υπόδειξη. Με χρήση της πρότασης για k = 2n+ 1 και ε = 1
3
καταλήγουµε σε άτοπο.

΄Αλλος τρόπος : Με χρήση του ολοκληρωτικού κριτηρίου για την f(x) = 1
x
επειδή

∫∞
1

dx
x
=∞.

6. Να αποδειχθεί ότι αν f : I → R είναι µια οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση και (an) είναι µια ϐασική
ακολουθία µε an ∈ I τότε η ακολουθία f(an) είναι επίσης ϐασική ακολουθία. Θεωρία.

7. Να εξετασθεί ως προς την οµοιόµορφη συνέχεια η συνάρτηση f(x) = 3
√
x, x ≥ 0 στα διαστήµατα

I1 := [0, 1) και I2 := [1,∞). Είναι η f οµοιόµορφα συνεχής στο [0,∞);
Υπόδειξη. Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [0, 1] (ως συνεχής σε κλειστό διάστηµα) άρα και
στο I1 = [0, 1). Η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο I2 := [1,∞) µε |f ′(x)| ≤ 1

3
, x ∈ I2, άρα

(..) οµοιόµορφα συνεχής στο I2. Για την οµοιόµορφη συνέχεια της f στο [0,∞) αρκεί να ληφθεί
δ = min{δ1, δ2} µε δ1, δ2 όπως προκύπτουν από τους ορισµούς της οµοιόµορφης συνέχειας στα
I1, I2.



8. Για την ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b]→ R να δοθούν αναλυτικοί ορισµοί των : α) διαµέρισης P του
[a, b], ϐ) L(f ;P ), U(f ;P ), γ)

∫ b
a
f(x)dx,

∫ b
a
f(x)dx, δ)

∫ b
a
f(x)dx, και να αποδειχθεί ότι αν m είναι

ένα κάτω ϕράγµα και M είναι ένα άνω ϕράγµα της f στο [a, b] τότε για οποιαδήποτε διαµέριση
του [a, b] είναι

m(b− a) ≤ L(f ;P ) ≤ U(f ;P ) ≤M(b− a).

Υπόδειξη. Θεωρία.

9. Να υπολογισθούν δύο από τα ολοκληρώµατα

(i)

∫
2x− 3

x2 + 5x+ 6
dx, (ii)

∫
e2x+1cos(3x)dx, (iii)

∫ √
12− 4x− x2dx.

Υπόδειξη. i) Ανάλυση σε κλάσµατα A
x+2

+ B
x+3

. ii) Παραγοντική ολοκλήρωση (δύο ϕορές) iii)
Είναι

√
12− 4x− x2 =

√
16− (x+ 2)2, ϑέτουµε x + 2 = 4sint (ή x + 2 = u, z = 4sinu), είναι

2cos2x = 1 + cos(2x) κ.λ.π..

10. Να εξετασθούν ως προς την σύγκλιση τρία από τα γενικευµένα ολοκληρώµατα

(i)

∫ 1

0

1√
1− x

dx, (ii)

∫ −1
−∞

e−x

x
dx, (iii)

∫ ∞
0

x2

e2x
dx, (iv)

∫ ∞
1

dx
3
√
x2 + 3x

.

Υπόδειξη. i) Είναι lim
b→1

∫ b
0

1√
1−xdx = lim

b→1
2[1−

√
1− b] = 2, ii) Είναι για = u = −x

∫ −1
−∞

e−x

x
dx = lim

b→−∞

∫ −1
b

e−x

x
dx = lim

b→−∞

∫ 1

−b

eu

−u
(−du) = − lim

b→−∞

∫ −b
1

eu

u
(du) = − lim

c→+∞

∫ c

1

eu

u
du.

΄Εχουµε eu

u
≥ 1

u
, u ≥ 1 και lim

b→+∞

∫ b
1
eudu =∞.

iii) Είναι lim
x→+∞

x2

ex
= 0 άρα υπάρχει x0 > 0 µε x2

ex
< 1, x ≥ x0. Επειδή η x2

e2x
είναι συνεχής, είναι∫∞

0
x2

e2x
dx =

∫ x0
0

x2

e2x
dx+

∫∞
x0

x2

e2x
dx ≤

∫ x0
0

x2

e2x
dx+

∫∞
x0

1
ex
dx < +∞.

(΄Αλλος τρόπος : σύγκριση µε 1/ex.)
iii)
∫∞
1

dx
3√x2+3x

≥
∫∞
1

dx
3√
4x2

= 1
3√4

∫∞
1

dx
x2/3

= +∞.

11. Να ϐρεθούν οι τιµές του x ∈ R για τις οποίες συγκλίνουν οι δυναµοσειρές

(i)
∞∑
n=1

(x− 3)n

n
, (ii)

∞∑
n=1

n(2x− 1)n, (iii)
∞∑
n=1

xn

n2 + 1
.

Υπόδειξη. i) Είναι x0 = 3, an = 1
n

και lim n
√
n = 1 άρα R = 1, εποµένως η σειρά συγκλίνει στο

(2, 4). Για x = 2 έχουµε την σειρά
∑∞

n=1
(−1)n
n

η οποία συγκλίνει (;;) ενώ για x = 4 έχουµε ότι
την σειρά

∑∞
n=1

1
n

που απειρίζεται ϑετικά. Εποµένως η σειρά συγκλίνει στο [2, 4).
ii) Είναι n(2x− 1)n = n2n

(
x− 1

2

)n άρα x0 = 0, an = n2n, lim n
√
n2n = 2 και R = 1/2, εποµένως

η σειρά συγκλίνει στο (0, 1). Στα 0, 1 η δυναµοσειρά αποκλίνει.
iii) Είναι x0 = 0, an = 1

n2+1
και lim n

√
1

n2+1
= 1 άραR = 1 κ.λ.π.. Βρίσκουµε ότι η σειρά συγκλίνει

στο [−1, 1].


